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Chapter 1 

Calculs avec les nombres reels 


1.1 Les ensembles usuels de nombres 

On rappcllc les notations usuelles pour les ensembles de nombres : 
N est 1’ ensemble des entiers naturels positifs {0, 1, 2, . . 

Z est 1’ ensemble des entiers relatifs {. . . , —2, —1, 0, 1,2,.. .}, 

Q est 1’ ensemble des rationnels, i.e. l’ensembles des fractions 

a 

b’ 


avec a6Zet6eN \ {0}. 

Pour chacun de ces ensembles, l’ajout de * signifie que Ton exclut 0 de 
1’ ensemble : N*, Z*, Q*. 

Q+ est 1’ ensemble des rationnels positifs. 

L’ensemble Q est un ensemble deja bien fourni de nombres. Par exemple, 
entre deux rationnels q < p quelconques il y a une infinite de rationnels. En 
effet p' = (p + q)/2 est rationnel encore et verifie q < p' < p. Ainsi de suite 
on peut en construire une infinite entre q et p. 

Avec cette remarque, on voit qu’aucun rationnel q G Q n’admet de “suiv- 
ant” dans Q. En effet, si on regarde l’ensemble 

A = {p e Q ; p > q} 

alors A n’a pas de plus petit element. En effet, sinon cet element p verifie 
q < p et on peut construire q < p' < p et contredire le fait que p est le plus 
petit. 

Une autre fagon de dire la mcme chose : dans n’importe quel intervalle 
(rationnel) autour d’un rationnel q il y a une infinite de rationnels. 
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Et pourtant les rationnels sont loins d’etre suffisants, la diagonale d’un 
carre de cote 1 mesure y/2 qui n’est pas un rationnel. C’est un resultat qui 
avait deja ete remarque en Grece antique. Demontrons-le. Si y/2 est un 
rationnel a/6, que 1’on peut toujours supposer etre sous forme reduite, i.e. 
sans diviseur connnun. On a 



done a 2 = 2b 2 . Ainsi a 2 est pair, ce qui implique que a est pair (le carre d’un 
impair est impair). Done a = 2k, ce qui donne b 2 = 2 k 2 et b est pair aussi. 
Ce qui contredit 1’hypothese initiate de primalite entre a et b. Done \/2 n’est 
pas rationnel. C’est d’ailleurs le cas de toutes les racines carrees qui ne sont 
pas des entiers (non demontre ici, exercice pour les plus motives). 

De toute evidence il faut plus que les rationnels. Ce qui, soit dit en 
passant, etait une surprise il y a moins de 3000 ans. II faut ce qu’on appelle le 
corps des nombres reels M, que l’on connait bien intuitivement mais qui admet 
une vraie definition et une construction rigoureuse dont nous ne parlerons pas 
vraiment dans ce cours. 


1.2 Manipulations d’inegalites 

Un outil fondamental de l’analyse, que Ton utilise en permanence (et qui pose 
enormement de problemes aux etudiants) c’est la manipulation d’inegalites. 
Revoyons quelques regies de base. 

Sur M on a les inegalites usuelles de comparaison entre nombres : <, >, 
<, >. En fait il suffit de se concentrer sur une seule <, car les autres s’en 
deduisent facilement : 

i) x > y ssi y < x, 

ii) x < y ssi x < y et x ^ y, 

iii) x > y ssi y < x. 

Les proprietes fondamentales sont les suivantes : 

Proposition 1.2.1 Sur M la relation < verifie les deux proprietes suivantes 

1) Si x < y et si z e M alors x + z < y + z. 

2) Si x < y et si z > 0 alors xz < yz. 

En fait ces proprietes ne se demontrent pas, dies sont axiomatiques de 
la construction des reels. Par contre les proprietes suivantes se deduisent 
maintenant facilement. 
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Proposition 1.2.2 On a les proprietes suivantes. 

1) Si x < y alors —x > —y. 

2) Si x < y et z < 0 alors xz > yz. 

3) On a des proprietes analogues avec <: 

x < y ==>■ — x > —y 
x < y et z > 0 ==>■ xz < yz ...etc 


Demonstration 

1) x < y ==>• x — x < y — x = =>• 0 < y — x ==>- —y < — x . 

2) — z > 0 ==>- (—z)x < ( —z)y — zx < —zy = =>- zx > zy . 

3) x < y et z > 0 xz < yz et xz ^ y Z = =^- xz < yz ... 

□ 


Proposition 1.2.3 Si0<x<yousix<y<0 alors 

1 1 

- > - . 

x y 

Demonstration En fait c’est juste la definition du fait qne la fonction 
x H » 1/x est decroissante sur ] — oo,0[ et sur ] 0, +oo[. Mais en essayant 
d’utiliser qne ce qu’on a vu jusqu’a maintenant, c’est lc raisonnement suivant. 
Si 0 < x < y on multiplie par 1/y de chaqne cote : x/y < 1 puis par 1/x de 
chaque cote : 1/y < 1/x. 

Dans le cas negatif, c’est la meme chose, sauf qu’on change deux fois le 
sens des inegalites. D’oh le meme resultat. □ 

Attention, ce resultat est faux pour x < y quelconques, en fait ponr 
x < 0 < y. En effet, on a — 2 < 2 et pourtant —1/2 < 1/2. 

On pourrait faire une liste sans fin d’ntilisation des inegalites. Par exern- 
ple 

Si x < y et a < b alors x + a < y + b. Par contre, on ne pent pas dire 
ax < by (faire dem., tronver contre-exemple) . 

Ce qui compte c’est de bien les nmnipnler, de ne pas inventer des pro- 
prietes, de bien verifier vos etapes de raisonnement. 
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1.3 Valeurs absolues, parties entieres 


On rappcllc que pour x e M on pose 



Remarquez que dans tous les cas on a 
x < Id et 


si x > 0 , 

si x < 0 . 


— X <\x 


Lemme 1.3.1 On a 

si et seulement si 


Id < M 


-M < x < M . 


Demonstration 


Si Id < M alors M > 0 et 


x < M si x > 0 , 
—x < M si x < 0 , 


d’ou 


— M < x < M sia;>0, 
— M < x < M sirred. 


Inversement, si — M < x < M alors M > 0 rnais aussi —M < 
D’ou \x\ < M dans tous les cas. 

Une autre forme qui apparait souvent est la suivante. 


Lemme 1.3.2 On a 

si et seulement si 


\x — a| < e 
a — e < x < a + e . 


La demonstration est laissee en exercice. 


x < M. 

□ 


Proposition 1.3.3 (Inegalite triangulaire) Pour tous a, b G M on a 
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Demonstration On a |a + b\ = a+b on —a— b, qui sont tous deux < |a| + |6|. 
Ce qui prouve la premiere inegalite. 

Ensuite, supposons que |a| > \b\ (sinon, on echange les roles). Alors 

\\a\ — | 6 || = \a\ — | 6 | = \a + b — b\ — \b\ < \a + b\ + \b\ — \b\ — \a + b\ . 

□ 

Rappelons au passage quelques notations utiles : 

x + = max{x, 0}, x~ = max{— x, 0} . 

Tous deux sont positifs et on a 

{ x = x + — x~ , 

|x| = x + — x~ . 

Nous finissons par un petit rappel sur les parties entieres. 

Theoreme 1.3.4 Pour tout x € M il existe un unique n £ Z tel que 

n < x < n + 1 . 

Ce n est note E[x], la partie entiere de x. 

Ce theoreme est tres intuitif et parait evident. En fait sa demonstration 
s’appuie sur des proprietes assez fines issues de la construction de M, en 
particulier h utilisation du sup et de l’inf (a venir). 


1.4 Min et max 

Soit A un sous-ensemble de M (i.e. A C M). Un majorant de A est un 
element rri e M tel que a < m pour tout a G A. Si lc sous-ensemble A 
aclrnet un majorant, ce qui n’est pas toujours le cas, on dit que A est borne 
superieurement, ou que A est majore. De merne un minorant de A est un 
element n e M tel que a > n pour tout a G A. Si lc sous-ensemble A 
aclrnet un minorant, ce qui n’est pas toujours le cas, on dit que A est borne 
inferieurement, ou que A est minore. 

On dit que A adrnet un element maximal s’il adrnet un majorant qui 
appartient a A. Autrement dit s’il existe a 0 G A tel que a < a 0 pour tout 
a G A. Un tel oq est forcement unique (exercice), on le note max A. De 
merne on dit que A adrnet un element minimal s’il aclrnet un minorant qui 
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appartient a A. Autrement clit s’il existe cq G A tel que a > cq pour tout 
a G A. Un tel aq est forcement unique (exercice), on le note min A. 

Dans le cas A =] — 1, 1] . Cet ensemble est rnajore et minore. On a max A = 1, 
pas dc min. 

Dans le cas A = [2, +oo[. Cet ensemble est minore, mais pas rnajore. On a 
pas de max, mais min A = 2. 

Pour le cas A = {q G Q ; q 2 < 2}, cet ensemble est rnajore mais pas minore. 
II n’a pas de max, pas de min. 

1.5 Le corps des nombres reels 

Theoreme 1.5.1 (M est archimedien) Soientx,y G M, avecx > 0. Alors 
il existe n G N tel que nx > y. 

Evident dans le cadre d’une utilisation intuitive de M, bien moins evident 
dans le cadre de la construction axiomatique de M. Non demontre pour le 
moment. 

Theoreme 1.5.2 (Densite de Q) Pour tous x < y gR il existe q G Q tel 
que x < q < y. 

Demonstration On a y — x > 0, done par le Theoreme 1.5.1 il existe n G N 
tel que 

n(y — x) > 1 . 

De meme, par le merne theoreme, il existe mi, m 2 G N tels que 


—m 2 < nx < m\ 


(n est hxe, on cherche mj tel qne mi x 1 > nx , on fait de meme avec —nx). 
On en dednit qn’il existe m G N tel qne 

m — 1 < nx < m , 

en effet, on regarde m = mi — 1, si nx < m on recommence, par contre si 
rn < x alors on a gagne. 

Ainsi, on a 

nx < m < nx + 1 < ny 

d’ou 

m 

x < — < y . 
n 


□ 
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Les suites reelles 


2.1 Les suites, suites particulieres 

Une suite reelle est simplement une fonction de N dans M. Par contre, on la 
voit plntot comme line famille (w n )neN indexee par N qne comme une fonction 
n i — ^ u(n). 

Une suite peut etre definie comme une fonction explicite de n : 
u n = (-1)" cos y/n^j , 

ou par recurrence : 


^n+l 3u n + 2 , 

u n + 1 = u n 

U 1+2 3u n+ i 5v n , 


Voyons maintenant quelques suites particulieres. 
Les suites arithmetiques sont definies par 

U n -\-l u n T 


pour tout neNet pour un ret fixe. On a alors 



u n = u 0 + nr . 


En association avec ces suites, notez la formule utile suivante 


n(n + l) 

k = 0 
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Les suites geometriques sont definies par 

^n+l Q U n 

pour tout neNet pour un gel fixe. On a alors 

u n = q n u 0 . 

Avec ces suites geometriques on a les formules bien connues suivantes 


xy 


q ni - q n f +1 1 -q N 

1 = q ' 1 ’ 

1 — q 1 — q 


oil N — rif — rii + 1 est le nombre de termes de la somme. 
Enfin on a un mix des deux avec les suites 

'Un+i au n T b 


qui donnent 


ci Uq -|- b 


1 — a n 
1 — a 


2.2 Resolution des suites u n+ 2 = au n+ 1 + bu n 

Une situation tres freqnente est de rencontrer des suites definies par recurrence 
de la forme 

u n -\-2 ciu n + 1 bu n j 

oil a, b G M sont donnes et u 0 ,Ui sont fixes. Le theoreme qui suit donne la 
forme explicite de u n dans ce cas. 

Theoreme 2.2.1 Soient a, b e M fixe et soit (u n ) la suite definie par recurrence 
u n+2 = au n+1 + bu ni (2.1) 

pour tout n G N. On considere / equation caracteristiqne de cette suite 

r 2 — ar — b = 0 . (2.2) 

i) Si I’equation (2.2) admet deux solutions reelles distinctes ri,r 2 alors la 
suite (u n ) est de la forme 


u n = \ rf + n rf , 
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pour des reels A, p qui sont fixes par u 0 et U\ . 
ii) Si Uequation (2.2) admet une seule solution reelle (double) r 0 alors la 
suite (u n ) est de la forme 


u n = A Tq + p n Tq , 


pour des reels A, p qui sont fixes par uq et u \ . 

Hi) Si Uequation (2.2) admet deux solutions complexes conjuguees r = pe ld 
et f alors la suite (u n ) est de la forme 


u n = A p n cos (nO) + p p n sin (nO) , 


pour des reels A, p qui sont fixes par uq et u \ . 

Demonstration Commengons par le cas i). Si ri,r 2 sont les deux racines 
distinctes de (2.2) alors il est facile de verifier que la suite 

u n = Xrf + p r -2 


verifie la relation (2.1) : 

u n + 2 = A rfirf + p rfr\ 

= Ar"(ari + b) + prf{ar 2 + b) 

= a(Xrf +1 + prlf +l ) + b(Xrf + pUf) 
au n - )_i bu n . 


II faut verifier que cette solution est compatible avec le demarrage, i.e. avec 
Mo et Mi qui sont donnees. On remarque qu’il existe un unique couple A , p & 
qui verifie 

m 0 = A + p, ui = X r 1 + p r 2 

car rq r 2 . Done A et p sont ainsi fixees et la suite aussi. On a trouve 
une solution (M n ) n£ N a (2.1). Reste a montrer que e’est la seule. Mais, les 
suites solutions de (2.1) sont clairement entierement determinees par Mo et 
Mi. Done la suite 

u n = X rf + p rf 

est bien l’unique solution de (2.1) dans ce cas. 

Le cas ii) se traite de la merne fagon : on verifie que 


u n = A Tq + pn rg , 
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est solution dans ce cas (on 1’on a en particulier a = 2 r 0 ) : 

U n + 2 = A Tq + 2 + n (n + 2) ro +2 

= A Tq (ar 0 + &) + /inr^aro + b) + 2/xro +1 r 0 
= aA rQ +1 + 6 A rfi + a/x (n + 1) Tq + 1 — a/i rg" 1 " 1 + bp n Tq + p rg +1 a 
A bu n . 

Toutes les solutions sont determinees par n 0 et rti. A chaque couple (tt 0 ,Wi) 
correspond un unique couple (A , fi) qui fait que 

U n = A rS + fin r-Q , 

est solution de (2.1) (exercice). 

Pour le cas iii) il est plus facile de passer par les nombres complexes. On 
peut toujours trouver z G C tel que 

u 0 = z + z et U\ = zr + zf . (exercice) 

On en deduit que la suite 

u n = zr n + zr n 

est solution de (2.1). Ce qui donne 

zr n + zr n = 2Re(zr n ) = 2Re(^) p n cos (n9) — 2Im(^) p n sin (n9) . 

□ 


2.3 Limites 

Avant de commencer sur les limites, un petit exercice. Que peut-on dire de 
deux nombres reels a et b tels que \a — b\ < £ pour tout £>07 
Reponse : forcement a = b. En effet, si a ^ b alors, posons £ = \a — b\ /2. 
On a £ > 0 et done par hypothese on devrait avoir |a — b\ < £, ce qui n’est 
pas possible. Done il ne reste que a = b. 

Une petite application : que peut-on dire des nombres 1 et 0,9999999... ? 
Tout simplement : ce sont les memes nombres, ils sont egaux. En effet, la 
distance entre les deux nombres est plus petite que 

1 -0,999 = 0,001, 


mais aussi plus petite que 


1 - 0,9999999 = 0,0000001, 
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etc. On voit bien que la distance est plus petite que tout £ > 0. Done en 
vertu de ce que l’on a demontre plus haut, ces deux nombres sont egaux. 1 
et 0,9999999.... sont deux ecritures differentes du meme nombre. 

Ce genre de considerations ammenent assez naturellement a la definition 
rigoureuse de limite. Comment exprimer mathematiquement que la suite 
u n = 1 jn tend vers 0 ? En effet, on voit bien que quand n croit, les nombres 
1/n se rapprochent de plus en plus de 0, mais sans jamais prendre la valeur 0. 
Et si on prend un exemple plus complique comme u n = cos(n)/n, on voit la 
suite se rapprocher de 0 mais avec des oscillations plus heratiques. Comment 
caracteriser ccla ? 

On dit qu’une suite ( u n ) tend vers une limite l si les tous les 
termes de la suite deviennent aussi proches que l’on veut de l quand 
n devient assez grand. 

Autrement dit, pour toute marge £ > 0 que l’on se donne a 1’avance, 
la suite ( u n ) est toute entiere comprise, au dela d’un certain rang n 0 (qui 
depend de e), dans l’intervalle [l — e, l + e], 

Cela nous amene a la formulation officicllc, qu’il faudra bien retenir car 
nous l’utiliserons sans arret. On dit, pour une suite (u n ), que sa limite est l 
quand n tend vers +cx) si 

pour tout £ > 0, il existe n 0 G N tel que pour tout n > n 0 on ait | u n — l\ < £ . 
En termes plus condenses qa. donne 

\/e > 0 , 3 no € N ; n > no =>• | u n — l\ < £ . 

Dans ce cas on dit que la suite est convergente, qu’cllc converge vers /. On 
ecrit ga aussi 

lim u n — l , 

n— >•+ oo 

ou parfois tout simplement 

lim u n = l . 

Revenons sur nos exemples et voyons comment montrer que la limite de 
nos deux suites est effectivement 0, avec cette definition. Commcncons avec 
la suite u n = 1/n. Soit £ > 0, si on veut que | u n — 0| < £, cela veut dire 
1/n < £, ou encore n > 1/e:. Done en prenant pour no le premier entier 
superieur a 1/e on a montre que 

Ve > 0 , 3 no € N ; n > no =>• \u n — 0| < e . 


Done lim u n = 0. 
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Regardons le deuxieme exemple : u n = cos (n)/n. Pour montrez que la 
limite est 0, il faut trouver n 0 tel que pour tout n > n 0 on ait |cos(n)/n| < e. 
Comrne |cos(n)| < 1 pour tout n, on a 

cos(n) 1 
n ~ n 

done conime precedement il suffit de prendre no > 1/e. On a montre qne 
lim u n = 0. 

Quand une suite ne converge pas vers une limite l G M, clle pent avoir 
deux comportements differents. Ellc peut tendre vers ±cx) ou bien ne pas 
avoir de limite dn tout. Par exemple la suite u n = (— l) n n’a pas de limite. 

Voici les definitions de lim u n = +oo et de lirri u n = — oo. L’idee est assez 
proche de cclle de la limite finie. On dit que (u n ) tend vers +oo, si ellc 
devient toute entiere plus grande que n’importe quel nombre A > 0 fixe a 
l’avance, pour peu qu’on attende un rang no suffisamment grand: 

V34 > 0 , 3 no G N ; n > no =>• u n > A . 

Pour la limite — oo. la definition va de soit : 

V3L < 0 , 3 no G 13 ; n > tiq => u n < A . 

Regardons a la main un exemple, la suite u n = n 2 . Elle tend vers +oo. 

La preuve en est que si on prend n 0 un entier plus grand que yfA, alors pour 
tout n > n 0 on aura 

u n = n 2 > nl > A. 

Pour finir, un peu de vocabulaire : une suite (u n ) est 

- majoree si il existe MgK tel que u n < M pour tout n G N , 

- minoree si il existe M G M tel que u n > M pour tout n G N , 

- bornee si il existe M G M tel que \u n \ < M pour tout n G N . 

On ne rappcllc pas les definitions usuelles de suites croissantes , decroissantes , 
monotones. 

Lin resultat tres important et utile. 

Theoreme 2.3.1 Toute suite convergente est bornee. 

Demonstration Si lim u n = l alors on salt que pour £ > 0 fixe, il existe 
n 0 G N tel que \u n — l\ < e pour tout n > n 0 . Done pour n > n 0 la suite est 
bornee : 

\u n | < | u n - l\ + \l\ < e + \l\ . 

Les termes u n pour n < no etant en nombre fini, ils admettent aussi une 
borne. La suite (u n ) est done toute entiere bornee. □ 
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2.4 Proprieties des limites 

Le premier resultat porte sur les operation elementaires concernant lcs lim- 
ites : addition, multiplication, etc. 

Theoreme 2.4.1 (Operations sur les limites) 

1) Soient (u n ) et (v n ) deux suites ayant pour limite 1,1'el respectivement. 
Alors les suites (u n + v n ) et {u n v n ) convergent respectivement vers l + l' et 
W . De plus, si (v n ) ne prend jamais la valeur 0 et si /' ^ o alors ( u n /v n ) 
converge vers l/l' . 

2) Soient (u n ) et ( v n ) deux suites ayant pour limite l e M et +cx) respective- 
ment. Alors la suite ( u n + v n ) converge vers +oo ? la suite ( u n v n ) converge 
vers +cx) si l > 0, vers — oo si l < 0 et est indeterminee si l = 0. Enfin, si 
(v n ) ne prend jamais la valeur 0 alors ( u n /v n ) converge vers 0. 

3) Soient ( u n ) et (v n ) deux suites ayant pour limite +oo. Alors la suite 
(u n + v n ) converge vers +oo, la suite (u n v n ) converge vers +oo. La suite 
(u n /v n ) a un comportement indetermine. 

Demonstration 

1) Nous commengons par l’addition des limites. Si lim u n — l et si lim v n = l' 
alors pour tout £ > 0 il existe n 0 (e) et n' 0 (e) dans N tels que pour n > n 0 (e) 
on ait \u n — l\ < e et pour n > n'^e) on ait \v n — l'\ < e. On a alors 

\u n S - (J “I - l ) | ^ | P l I • 

Done en prenant no = max{no(e/2) , n' 0 (e/ 2)}, on voit que pour tout n > no 
on a 

£ £ 

\u n P V n (/ “I - l ) | ^ \u n P \Vn l | P 2 + 2 ^ ' 

Ce qui demontre la convergence voulue. 

Nous demontrons maintenant le produit des limites. On garde les mernes 
notations que ci-dessus. Par le Theoreme 2.3.1, la suite (v n ) est bornee par 
une borne M' . On a 

l^nDi H \ P |^n^n l^n + +’n H \ 

< M' | u n — l\p |/| \v n - l'\ . 


Prenons, par exemple 


no = max{n 0 [ej (2 M ')) , n' 0 (e/(2 |/|)) . 
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Pour n > n 0 on a done 

M' | u n — l\ < e/2 et |/| \v n — l'\ < e/2 

et done pour n > 0 on a | u n v n — IV \ < e. Ce qui prouve la convergence 
annoncee. 

II reste a demontrer le quotient des limites. Pour cela il suffit de montrer 
simplement que lini l/v n = 1/V, car apres il ne reste plus qu’a appliquer la 
regie pour le produit. 

Calculons un pen : 


1 

l 


i 

e 

1 £ 

1 

" V 


v n V 


Comme la suite (v n ) tend vers V ^ 0, il existe m 0 tel que pour tout n > m 0 
on ait \v n \ > \l'\ /2. Le reste de la suite |uo| , |ui| , • • • , |v mo _i| est finie et tous 
les terrnes sont strictement positifs, done e’est minore par un m > 0. En 
conclusion, il existe un M > 0 tel que \v n \ > M pour tout n. Ce qui donne 
la-haut : 


1 

1 


V n ~ V 

1 S 
1 ^ 

" V 


v n V 


Ensuite il est facile de conclure comme on La deja fait deux fois ci-dessus. 

2) Si lim u n = l et lim v n = +cxd, alors pour tout £ > 0 il existe no(s) tel que 
\u n — 1\ < £ pour n > uq. En particulier, dans ce cas on a u n > l — e. Soit 
A > 0 fixe et soit A' = A — l + e. Il existe un n ' 0 tel que pour n > n ' 0 on ait 
V n > A'. 

Si on pose n 0 = max{n 0 (£), n' 0 } alors ponr n > n 0 on a 
v n u n > A pi — £ = A . 


On a demontre la convergence vers +oo. 

Quant a la suite ( u n v n ), si la limite / est strictement positive, prenons 
0 < £ < 1/2, on a ponr n suffisamment grand 

— (^ £^)A 

et la conclusion suit facilement. Le cas l < 0 se fait de maniere analogue. 

Montrons que (l/v n ) tend vers 0. Soit £ > 0 et soit A = 1/e > 0. 
On salt qu’il existe no tel que pour n > no on ait v n > A. On a done 
0 < 1 jv n < 1/A = e. Cela demontre la convergence voulue. 

3) Faisons ga un pen plus rapidement, pour n assez grand on a 

A A 

U n + V n > ~ + — = A . 
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D’ou la premiere propriete. De meme, pour n assez grand on a 
u n v n > \[A \[A = A . 


D’ou la seconde propriete. 

Enfin, pour terminer, voyons, a travers des exemples, que les cas dits 
“indetermines” peuvent effectivement donner lieu a tous les scenarios. 

Tout d’abord la situation “0 x oo”, qui vaut aussi pour “oo/oo”. Soit a,/3 G 
N* et 7 G M. La suite u n = l/n a tend vers 0, la suite v n = n 13 + 7 tend vers 
Too. Le produit u n v n tend vers 0 si a > (3, vers Too si a < (3 et vers 7 G K. 
si a = (3. On peut done avoir toutes les limites possibles. 

On peut meme ne pas avoir de limite du tout : v n = (2 T (— l) n )n tend 
vers Too, la suite u n = 1 jn tend vers 0 et pourtant la suite u n v n = 2 T (— l) n 
n’a pas de limite. 

Voyons maintenant les cas de type “(Too) T (— 00 )”, ou “(Too) — (Too)”. 
Si on prend u n = n a et v n = n 3 T 7 , dies tendent toutes les deux vers Too. 
Pourtant v n — u n tend vers Too si (3 > a, tend vers —00 si /3 < a et vers 7 
si a — /3. Enfin, en prenant u n = n T (Tl) n et v n = n on a un exemple oil 
u n — v n n’a pas de limite. □ 

Le theoreme suivant est souvent tres utile pour montrer qu’une suite a 
une limite donnee. 

Theoreme 2.4.2 (Theoreme des gendarmes) Soient (u n ), ( v n ) et ( w n ) 

3 suites reelles. 

1) Si les suites ( u n ) et ( w n ) ont la meme limite IgR, et si on a 

H n — V n Si ^ n 

(au moins a partir d’un certain rang), alors lim v n = l. 

2) Si ( u n ) a pour limite Too et si 

^ n S Vn 

(au moms a partir Pun certain rang), alors lim v n = Too. 

3) Si {w n ) a pour limite —00 et si 

Vn < w n 

(au moins a partir d’un certain rang), alors lim v n = — 00 . 
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Demonstration Faisons le cas 1) en details, les autres cas sont laisses 
comme exercices. 

Soit e > 0, il existe n 0 tel que pour n > n 0 on ait : 

{ u n C v n C tv n , 

\u n ^ | ^ - ■ 

\w n -l | < £ • 

En particular on a 

{ U n < '' V n Cl U-n , 

/ £ C U n , 

W n <l + £. 

Ce qui donne 

l — £ < 

Enfin nous terminons 
ite. 


v n < l + e 


\v n -l | <£■ 


□ 

sur un theoreme tres important d’existence de lim- 


Theoreme 2.4.3 Toute suite monotone admet une limite. Plus precisement: 

1 ) Toute suite croissante majoree admet une limite finie 

l = sup{n n ; n e N} . 

2) Toute suite croissante non majoree tend vers +oo. 

3) Toute suite decroissante minoree admet une limite finie 

l = inf{ u n ; n G N} . 


4 ) Toute suite decroissante non minoree tend vers — oo. 

Ce theoreme n’est pas demontre pour le moment. 

Theoreme 2.4.4 (Suites adjacentes) Si(u n ) et (v n ) sont deux suites, l ’une 
croissante et V autre decroissante, telles que u n <v n (au moins a partir d’un 
certain rang). Si lim v n — u n = 0 alors (u n ) et (v n ) sont convergentes et ont 
meme limite finie. 

Demonstration On a u n < v n . mais comme ( v n ) est decroissante, on a 
u n < vo ■ Et cela est vrai pour tout n e N. Done la suite ( u n ) est majoree. 
Par le Theoreme 2.4.3 elle admet une limite l G M. 

Avec le meme genre de raisonnement ( v n ) est decroissante minoree done 
convergente vers un l' . Mais si on veut que lim u n — v n = 0 il faut que 1 = 1'. 

□ 
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2.5 Densite des rationnels 


Revenons maintenant sur la densite de Q dans M. 

Theoreme 2.5.1 Pour tout r G M il existe une suite (q n ) C Q telle que 
lim q n = r . 


Demonstration On utilise lc Theoreme 1.5.2 : pour tout n G N* il existe 
q n G Q tel que q n G Q tel que q n G]r, r + 1 jn[. Cette suite (q n ) verifie les 
proprietes annoncees (en utilisant le theoreme des gendarmes). □ 

Dans le theoreme ci-dessus on voit bien qu’il y a plein de suites de ra- 
tionnels qui convergent vers r et que de plus la demonstration du theoreme 
ci-dessus ne donne pas de precede constructif pour construire une telle suite. 
Nous allons maintenant passer un peu sur une approximation rationnelle tres 
importante : le developpement decimal. 


Theoreme 2.5.2 Pour tout r G M il existe une suite unique (m n ) tels que : 

- mo G Z et pour pour n > 1 on ait m n G {0, 1, . . . , 9}, 

- la suite (m n ) ne termine pas par une suite infinie de 9, 

- on ait 

n 

r = lim mo + m,k 10 _A: . 

n — >+oo ' J 

k= 1 


Demonstration On pose m o = [r] et r\ — r — m o. On a alors r\ G [0, 1 [ et 
done lOry G [0, 10[. Soit rn \ = [lOrx], on a done bien rn i G {0, 1, . . . , 9}. On 
pose r 2 = lOr! — rn \ G [0, 1[. Notez qu’on a 


r = m 0 + 


m i 
10 


+ 


10 ' 


Et ainsi de suite, on construit par recurrence, pour tout iV GN*, une famille 
(m n )i< n <N dans {0, 1, . . . , 9} telle que 


N 

r — m 0 + m k 10“ fc + 
k = 1 


r N +i 

10 ^ 


avec v n+i £ [0, 1[. Si on pose qN = mo + J2k=i m k 10 _fc , on a alors | r — q^\ < 
10 _JV et done lim q jv = r. On a demontre l’existence de la suite verifiant la 
troisieme propriete. 

Pour le moment rien n’empeche cette suite de terminer par une infinite 
de 9. Mats notez que si 

x = 0, 00 . . . 009999999 . . . = 10"^° x 0, 9999999 . . . 
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alors, comme nous l’avons montre en debut de chapitre, on a aussi 
x = 10“^° x 1 = 10~ No = 0, 00 ... 01 . 

On conclut facilement. 

II reste a montrer l’unicite. Admettons que Ton ait deux telles suites ( m n ) 
et (pn)- On a en particular 

[r] = m 0 = p 0 . 


Ensuite 

[10(r — mo)] = mi = pi . 

Et ainsi de suite, on conclut facilement par recurrence. □ 

L’unique suite associee a r G M qui verifie les proprietes ci-dessus est 
appelee developpement decimal de r. 

On connait tous au moins une partie du developpement decimal de n : 

it = 3, 14159265358979323846264338327950288 . . . 

qui ne s’arrete pas. On connait aujourd’hui des milliards de decimates de it. 

Mats comment reconnaitre dans un developpement decimal qu’un nom- 
bre est rat i o n n el ou irrationnel ? C’est une propriete tres remarquable du 
developpement decimal que Ton puisse faire la difference. On dit qu’un 
developpement decimal (m n ) associe a r est periodique a partir d’un cer- 
tain rang si au dela d’un rang no G N la suite (m n ) est periodique, y compris 
le cas d’un developpement fini (on considere qu’il y a une suite de 0 pour 
finir. 

Theoreme 2.5.3 So it r G M de developpement decimal ( m n ). Alors r est 
rationnel si et seulement si ( m n ) est periodique a partir d’un certain rang. 

Demonstration Tout d’abord montrons que tout nombre rationnel a son 
developpement decimal qui est periodique. Soit r — p/q un rationnel, que Ton 
peut supposer appartenant a [0, 1[, apres lui avoir retire sa partie entiere. Si 
on regarde la construction de la suite (m n ) correspondant a son developpement 
decimal, on voit que cela correspond a effectuer la division euclidienne de p 
par q. En effet, multiplier par 10 correspond a ’’abaisser le 0”, ensuite comme 
p < q la division de lOp par q donne un diviseur appartenant a {0,1,... ,9} 
et un reste appartenant a {0, 1, ... q — 1}. Et ainsi de suite. 

Deux scenarios sont alors possibles : soit le reste est a un moment 0, 
la division s’arrete et elle est done periodique, soit ellc ne Unit pas. Mais 



2.5. DENSITE DES RATIONNELS 


23 


comme les differents restes appartiennent a un ensemble fini { 0 , 1 , . . . q — 1}, 
forcement a un moment la suite des reste repasse par la meme valeur. Alors 
la division euclidienne donnera le meme diviseur, lc meme reste etc. La suite 
devient periodique. Faites par exemple la division a la main de 1 par 7. 

Nous montrons maintenant pour conclure que tout reel r dont le develop- 
pement decimal est periodique a partir d’un certain rang est forcement un 
rationncl. Lin tel reel s’ecrit comme un rationncl mo, mi m 2 . . . m no plus la 
partie periodique : 

s = 0,00. . ,00pip 2 • • • Pk Pi P 2 ■ ■ ■ Pk ■ ■ ■ 

On a 

10 n °s = 0, Pi p 2 ... Pk P 1 P 2 ■■■ Pk ■ ■ ■ 

10 no+A s = pi p 2 ... Pk, PiP -2 ■■■ Pk ■ ■ ■ 

10 no+A s -pip 2 ■ ■ -Pk = 0,PiP2 ■ --PkPiP2 ■ ■ ■ Pk ■ ■ ■ 

IQ n 0 +K s _ . . . p K = 10 n °S . 


Ainsi s est rationnel. □ 

Remarque : II est important de noter que tout ce que nous avons fait ici 
avec le developpement en base 10 peut se faire de meme avec n’importe quelle 
autre base. En particulier il y a une autre base qui est vraiment importante 
parfois, c’est la base 2. On parle alors de decomposition dyadique des reels. 
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Chapter 3 

Fonctions d’une variable reelle 


3.1 Definitions de base, terminologie 

Une fonction reelle est une application / d’un ensemble D C M dans un 
ensemble Acl. C’est a dire qu’a tout element x G D la fonction / associe 
une valour f(x) G A. On note ga : 

/ : D — ■» A 

x i — > f(x ) . 

On note / la fonction et f(x) sa valeur au point x. Pour parler d’une fonction 
precise on peut par exemplc parler de la fonction x K > x 2 . 

Pour un x G D, la valeur y = f(x) G A est 1 'image de x par /. Inverse- 
ment x est V antecedent de y. 

L’ensemble D est le domaine de /, c’est Pensemble des points oil la fonc- 
tion est bien definie. On lc note souvent Dom /. 

L ’ensemble 

{f(x ) ; x G D} 

est 1’ image de /, on le note Im / ou Ran /. 

Plus generalement, pour tout ensemble E C Dom / on note 

f(E) = {f(x)i xeE}. 

Pour tout ensemble F C Im / on note 

/" 1 (F) = {xGDom/; / (x) G Fj . 

Enfin, le graphe de / est l’ensemble 

r / = {(d/OpO; x G Dom /}. 
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Une fonction / est dite injective si pour tout x ^ y G Dom / on a 
f(x) ^ f(y). Cela veut dire en particular que tout y G Ran / a un unique 
antecedent. 

Une fonction / est dite surjective sur A C M si pour tout y G A il existe 
x G Dom / tel que /(x) = y. Autrement dit, si tout element de A admet un 
antecedent. 

Une fonction / : D — >• A est dite bijective si ellc est a la fois injective et 
surjective. Dans ce cas, pour tout y G A il existe un unique x G D tel que 
f(x) = y. Get unique x associe a y est note / _1 (r/). On definit ainsi une 
nouvelle fonction 

/ _1 ; A — » D 

y 1 — > / _1 (u)- 

Notez bien la relation importante 

x = f~\y) f(x) = y. 

La fonction f~ l est la fonction reciproque de /. 

Notez que / -1 est alors aussi bijective (exercice) et que (Z^ 1 )^ 1 = / 
(exercice). 

Proposition 3.1.1 Si f est bijective alors le graphe de f est le symetrique 
du graphe de f par rapport a la droite (y — x). 

Demonstration Soit (a, b ) un point de T f, alors cela veut dire qu’il existe 
x G Dom / tel que a — x et b — f(x). Le symetrique de ce point par rapport 
a (y — x) est le point (6, a), c’est a dire (6, / _1 (6)). C’est done bien un point 
de T f-i. Ainsi le symetrique de V f est inclus dans V f- 1 . 

Avec un raisonnement en tout point similaire on voit que le symetrique 
de T f - 1 est inclus dans T f. On conclut facilement. □ 

Soient f et g deux fonctions reellcs tellcs que Im / C Dom g. On peut 
alors definir la fonction composee 

go f : Dom / — » Im g 

x i — > d(f(x)). 

Notez que, si / est bijective alors f~ l o f(x) = x pour tout x G Dom / 
et que / o f~ l {y ) = y pour tout y G Ran /. 

On dit qu’une fonction / : D — * A est croissante si pour tout x < y G D 
on f{x) < f(y). Elle est strictement croissante si pour tout x < y G D on 
f(x) < f(y )• 
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On dit qu’une fonction / : D — * A est decroissante si pour tout x < y G 
D on f(x ) > f(y). Ellc est strictement decroissante si pour tout x < y G D 
on f(x) > f(y). 

Dans tous les cas on dit que / est monotone, resp. strictement monotone. 
Vous noterez qu’une fonction strictement monotone est injective. Le con- 
traire n’est pas vrai, je vous laisse trouver tout seul un contre exemple. 

Une fonction / est major ee si il existe M G M tel que f{x) < M pour 
tout x G Dom /. Ellc est minoree s’il existe m € M tel que f(x) > m pour 
tout x G Dom /. Elle est bornee si clle est a la fois majoree et minoree. 

3.2 Actions sur les graphes 

Avant de voir une liste de fonctions usuclles, il est important de se rappeler 
l’effet sur le graphe de / de certaines transformations elcmentaires. On part 
d’une fonction / quelconque. 



Figure 3.1: f(x) 


qui restera en bleu dans les autres graphiques. 
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cas : g{x) = f(a + x) 



Figure 3.2: /(a + x), avec a > 0 



Figure 3.3: /(a + x), avec a < 0 
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2eme cas : g(x) — f(x) + a 



Figure 3.4: f(x) + a, avec a > 0 



Figure 3.5: f(x ) + a, avec a < 0 
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3eme cas : g(x) — f(—x) 



et du coup g{x) = /(a — x) en combinant les 2 cas : 



Figure 3.7: /(a — x), avec a > 0 
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4eme cas : g(x) — f(ax ) 




Figure 3.9: f(ax), avec 0 < a < 1 
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5eme cas : g(x) = af(x) 




Figure 3.11: af(x), avec 0 < a < 1 
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6eme cas : g(x) — — fix) 



Figure 3.12: —f{x), avec a > 1 
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3.3 Fonctions puissances 

On va definir les fonctions puissances, i.e. x H > x a pour n’importe quelle 
puissance reelle a. Vous connaissez certainement les puissances entieres et 
leurs proprietes, rexponentielle et le logarithme. Voici quelques rappels. 

Tout d’abord les puissances entieres : f(x) — x n , pour un x G N. Fonc- 
tions definies sur M. 



Figure 3.13: f(x) = x°, f(x) = x 1 , f(x) = x 2 , f(x) = x 3 


Notez les proprietes importantes suivantes qui se demontrent facilement 
(exercice). 


x° — 1 

l n = 1 

X n+ m= X n X m 

x nm _ / 

En lien avec exponentielle et logarithme, on rappelle les choses suivantes. 
Les fonctions exponentielle et logarithme. 
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Figure 3.14: f(x) = e x , f(x) = In (A) 


Ainsi que les proprieties elementaires 

e x = y x = In y 
ln(e x ) = x 
e HU = x 

e x+y = e x e y 
(e x ) n = e nx 

ln(au/) = ln(x) + ln(f/) 
ln(a; n ) = n ln(x) 

x n _ e n ln(x) _ 

Le principe de base dans les definitions et les notations des autres func- 
tions puissances c’est qu’on garde toutes les proprietes ci-dessus vraies pour 
toutes les autres puissances. 

Par exemple, 

x~ n x n = x~ n+n = x° = l, 

done 


x‘ 
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On a ainsi les puissances entieres negatives, inverses de puissances entieres : 
f(x) = x~ n , pour un n e N. Elies sont definies sur M*. 



Figure 3.15: f(x) = l/x°, f(x) = 1/x 1 , f(x) = 1/x 2 , f(x) = 1/x 3 
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Ensuite les puissances de type 1 jn. Soit x > 0, posons y = x x ^ n . On a 

y n = ( x Uny = x n/n = X 1 = ^ _ 

Ainsi y verifie y n = x, c’est ce qu’on appcllc la racine n-ieme de x. Le cas 
n = 2 est la racine carree usuelle. 

Les fonctions racines n-iemes : f(x) = x 1//n . Elies sont definies sur M + . 



Figure 3.16: f(x ) = x 1 / 1 , fix) = x 1 ^ 2 , f(x) = x 1 / 3 , f{x) = x 1 / 4 
Notez que quand n est impair, on peut definir x l ^ n sur tout M en posant 
x 1/n = -i-x) 1/n . 

C’est encore l’unique reel y tel que y n = x. Lorsque n est pair il n’y a pas 
de telle extension. 

La combinaison de toutes ces fonctions puissances permet de definir les 
fonction puissances rationnelles. En effet, soit g G Q, de la forme q = a/b, 
a G Z, b G N*, alors ponr tout x > 0 on pose, en respectant les regies 
annoncees : 

x i = a?/* = = ( x °y/b ' 

Les fonctions puissances rationnelles sont done definies sur M^_. 
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Figure 3.17: /(x) = x 7 / 3 , f(x) = x 1 / 2 , /(x) = x 1//10 , /(x) = x 1 / 10 , 
/(x) = x 1 / 2 , /(x) = x 8 / 3 


Je vous donne en exercice de demontrer les relations suivantes, pour tout 
x > 0 et tout a, (3 E Q : 


x° = 1 
1 “ = 1 
^a-\-(3 __ y,a 

x a0 = 

(e x ) a = e ax 
ln(x“) = a ln(x) 

x a _ e a\n(x) . 


C’est cette derniere formule que l’on retient pour definir les puissances 
quelconques. Soit a E M, la fonction x4x“ est definie sur par 

x a = e a ln ^ . 
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Ellcs verifient les proprieties suivantes 


x 


o 


= x, 


r = i , 


r a ^0 
(X° 


X X h 


= {xy)\ 

= x a+ P , 

= x aft . 
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3.3.1 Valeur absolue et partie entiere 



Figure 3.18: f(x) = |x|, f(x) = E[x] 
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3.3.2 Fonctions trigonometriques 

Les fonctions trigonometriques cosinus , sinus , tangente. 



Figure 3.19: f(x) = cos(a;), f(x) = sin(x), f(x ) = tan(x) 


